
FORMES DIFFERENTIELLES
ET CORPS DE NOMBRES

SAMUEL VIDAL

\�A notre �epoque, pour l'âme de chaque th�eorie math�ematique, se battent

le d�emon de l'alg�ebre et l'ange de la g�eom�etrie."

Hermann Weyl

0. Introduction

Exemple introductif. Soit X un ouvert de Rn, on note A la R-alg�ebre des

fonctions lisses �a valeur dans R. Les champs de vecteurs sur X sont par d�e�nition

les sections globales du �br�e tangent de X, ils constituent un A-module qui s'iden-

ti�e �a celui des d�erivations de A �a valeur dans A. Il est facile de v�eri�er que c'est un

A-module libre de rang n engendr�e par les op�erateurs de d�eriv�ee partielle, @=@ xi
pour i = 1; :::; n. Le module des formes di��erentielles de X est par d�e�nition le

A-module dual de celui des champs de vecteurs, il s'identi�e �a celui des sections

globales du �br�e cotangent et l'on voit tout de suite qu'il est libre et que les formes

dxi d�e�nies par (dxi)(@=@xj) = �ij en constituent une base.

Organisation de l'expos�e. Dans ce travail, nous tâcherons de traiter une

g�en�eralisation alg�ebrique de cette situation et l'une de ses applications aux corps

de nombres, notamment grâce �a la di��erente d'une extension alg�ebrique (notion

due �a D. Hilbert). L'objectif �etant, entre autre, d'approfondir la courte note d'A.

Weil [7] et ce faisant, nous tâcherons d'�eclaircir l'analogie frappante qu'il existe

entre corps de fonctions et corps de nombres �a l'aide d'exemples emprunt�es �a la

g�eom�etrie d'une part et �a l'arithm�etique d'autre part.

1. Module des Formes Diff�erentielles

Dans ce qui suit, k d�esigne un anneau commutatif unitaire et A d�esigne une k-

alg�ebre commutative unitaire. L'objectif de cette section est de d�e�nir le A-module


k(A) des formes di��erentielles de K�ahler.

1.1. Généralités. On notera � : A 
k A ! A la multiplication de A. On posera

I = Ker(�) ; c'est un id�eal de l'alg�ebre B = A 
k A. On a sur I une structure de
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A-bimodule induite par sa structure de B-module,

x:(a
 b) = (xa)
 b

(a
 b):y = a
 (by)

Le A-module des k-d�erivations de A �a valeurs dans un A-module M est not�e

Dk(A;M), il s'agit des applications k-lin�eaires d : A ! M v�eri�ant la condition

de Leibniz :

d(ab) = a:d(b) + b:d(a) (a; b 2 A)

Le noyau d'une telle d�erivation est un sous-anneau de A qui contient k, et si A est

un corps, c'est de plus un sous-corps.

Le module Dk(A) muni du crochet [ 
; � ] = 
� � �
 est une alg�ebre de Lie,

ceci revient �a dire qu'il est altern�e et que l'on a l'identit�e de Jacobi :

[ 
; [ �; � ] ] + [ �; [ �; 
 ] ] + [ �; [ 
; � ] ] = 0

quels que soient 
; �; � 2 Dk(A).

Lemme 1.1. Les deux structures de A-modules sur I=I2 (celle provenant du

premier facteur et celle provenant de second facteur) sont identiques.

Démonstration. On calcule dans I modulo I2,

x:(a
 1� 1
 a) � xa
 1� x
 a

� xa
 1� x
 a� (x
 1� 1
 x)(a
 1� 1
 a)

� a
 x� 1
 xa

� (a
 1� 1
 a):x

Fin de la d�emonstration.

Remarque. On consid�ere d�esormais I=I2 comme un A-module.

Lemme 1.2. L'application dA=k : a 7! a
 1� 1
 a mod I2 de A dans I=I2 est

une k-d�erivation de A et son image engendre I=I2 comme A-bimodule.

Démonstration. Le premier point se v�eri�e facilement,

dA=k(ab) = (ab
 1� 1
 ab)

= ab
 1� a
 b+ a
 b� 1
 ab

= a:(b
 1� 1
 b) + (a
 1� 1
 a):b

= a:dA=k(b) + b:dA=k(a)

Pour v�eri�er le second point il su�t de montrer que les �el�ements fa
1�1
aga2A
engendrent I comme B-module. Un �el�ement u de I s'�ecrit par d�e�nition

P
i ai
 bi
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avec
P
i aibi = 0, d'o�u,

u =
X
i

(ai 
 1):(1
 bi � bi 
 1)

Fin de la d�emonstration.

Théorème 1.3. On a un isomorphisme canonique de A-modules,

I=I2
�
! A
B I

La structure de A-module sur A
B I provenant du premier facteur.

Remarque. On dit que le A-module I=I2 s'obtient �a partir du B-module I par

extension des scalaires (suivant le morphisme d'alg�ebres �).

Démonstration. De fa�con g�en�erale si I est un id�eal de B et si M est un B-

module quelconque, le B=I-module M 0 obtenu �a partir de M par extension des

scalaires suivant la projection canonique B ! B=I estM=IM ' B=I
BM et notre

th�eor�eme est d�emontr�e en posantM = I et A = B=I. Nous explicitons maintenant

la construction de l'isomorphisme dans le cas particulier qui nous int�eresse.

On tensorise pour cela la suite exacte 0 ! I ! B
�
! A ! 0 par I et l'on obtient

le diagramme suivant �a lignes exactes :

0 // I 
B I //

'

��

B 
B I //

'

��

A
B I //

=

��

0

0 // I2 // I // A
B I // 0

L'exactitude en I et en A
BI provient de l'exactitude �a droite du foncteur ( � 
BI),

l'injectivit�e de I2 ! I est claire. Fin de la d�emonstration.

On d�e�nit l'espace des 1-formes di��erentielles, not�e 
k(A) de la mani�ere sui-

vante,


k(A) = I=I2 = A
B I

(D�e�nition due �a E. K�ahler). Signalons que l'on peut d�e�nir plus g�en�eralement le

module des formes di��erentielles ext�erieures de degr�e r, not�e 
rk(A), en posant,


rk(A) = ^r 
k(A)

et que le produit de deux formes !r 2 
rk(A) et !s 2 
sk(A), not�e !r !s, est

simplement le produit ext�erieur !r ^ !s 2 
r+sk (A). C'est ainsi que l'on a une

alg�ebre di��erentielle gradu�ee qui est en particulier un complexe de cochâ�nes
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pour la di��erentiation standard, et dont on d�e�nit le n-i�eme groupe de cohomologie

Hn
k (A) en quotientant comme d'habitude cocycles par cobords :

H0
k(A) = Ker(dA=k) et pour n � 1 :

Zn
k (A) = Ker(dnA=k)

Bn
k (A) = Im(dn�1A=k )

Hn
k (A) = Zn

k (A)=B
n
k (A)

Remarque. Tout anneau commutatif unitaire est d'une unique fa�con une alg�ebre

sur l'anneau Z des entiers relatifs. On abr�ege alors la notation en posant 
(A) au

lieu de 
Z(A).

Exemple 1. Si A = k[x1; :::; xn] est un anneau de polynômes sur k, alors 
k(A)

est le A-module libre de rang n engendr�e par les formes dx1; :::;dxn. Avec n = 1

on a df(x) = f 0(x) dx pour tout polynôme f et tout x 2 A, et plus g�en�eralement,

si f est un polynôme en n variables x1; :::; xn, on a comme de juste,

df(u1; :::; un) =
@f

@x1
(u1; :::; un) du1 + :::+

@f

@xn
(u1; :::; un) dun

quels que soient u1; :::; un 2 A.

Le th�eor�eme suivant exprime l'universalit�e de la paire (
k(A);dA=k) :

Théorème 1.4. Soit E un A-module et soit d une k-d�erivation de A �a valeurs

dans E. Il existe un et un seul morphisme de A-modules f rendant commutatif

le diagramme suivant.

A
dA=k

//

d

!!DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
D 
k(A)

f

��
E

Démonstration. Le fait que l'image de dA=k engendre I=I2 et la condition d =

f �dA=k entrâ�nent l'unicit�e de f par lin�earit�e : soit u 2 I c'est-�a-dire u =
P
i xi
yi

avec
P
i xiyi = 0 alors,

f(u) = f(
X
i

xi:(1
 yi � yi 
 1))

=
X
i

xi:f(1
 yi � yi 
 1)

=
X
i

xi:f(dA=k(�yi))

=
X
i

xi:d(�yi)
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Pour montrer que f est bien d�e�nie (l'existence) il su�t de voir que sa d�e�nition

passe au quotient :

f [(a
 1� 1
 a)(b
 1� 1
 b)] = f(ab
 1� a
 b� b
 a+ 1
 ab)

= f(b:(a
 1� 1
 a)� (a
 1� 1
 a):b)

= b:f(dA=k(a))� b:f(dA=k(a)) = 0

Fin de la d�emonstration.

Corollaire 1. On a un isomorphisme naturel de A-modules,

HomA(
k(A); E)
�
! Dk(A;E)

donn�e par f 7! f � dA=k.

L'�enonc�e pr�ec�edent r�esulte imm�ediatement de la propri�et�e universelle il ex-

prime que la paire (
k(A);dA=k) repr�esente le foncteur Dk(A; �). Pratiquement,

cela permet de traiter la question des d�erivations en terme d'homomorphismes.

C'est en ce sens que l'on peut dire que la construction 
k(A) lin�earise le probl�eme.

En posant E = A on met en dualit�e le module des champs vectoriels avec

celui des formes di��erentielles. Ceci est en parfait accord avec ce qui a cours en

g�eom�etrie di��erentielle et justi�e la terminologie.

2. Localisation et Compl�etion

Le comportement du module des di��erentielles vis-�a-vis des op�erations de

changement d'anneaux est explicit�e par le th�eor�eme d'application g�en�erale suivant.

Théorème 2.1 (Changement d'anneaux). Soient R0 et S deux R-alg�ebres et soit

S 0 = R0 
R S alors,


R0(R0 
R S) ' R0 
R 
R(S)

Démonstration. Consid�erons le diagramme suivant,

R0 
R S

1
dS=R
&&LLLLLLLLLLLLLLLLLL

dS0=R0

// 
R0(R0 
R S)

f

��
R0 
R 
R(S)

g

OO

L'application 1 
 dS=R est une R0-d�erivation, il existe donc un unique homomor-

phisme f : 
R0(S 0)! R0
R
R(S) rendant commutatif le diagramme. Dans l'autre
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sens, on remarque que l'application � : S ! 
R0(S 0) obtenue par compositions des

applications suivantes,

S ' R
R S
�
1

// R0 
R S
dS0=R0

// 
R0(R0 
R S)

(o�u l'on a not�e � : R ! R0 le morphisme structural), est une R-d�erivation. Il

existe donc un unique homomorphisme de S-modules h : 
R(S) ! 
R0(R0 
R S)

tel que � = h � dS. L'application g : R0 
R 
R(S) ! 
R0(R0 
R S) r�eciproque

de f est induite de h par la propri�et�e universelle du produit tensoriel. Fin de la

d�emonstration.

L'utilit�e principale du th�eor�eme pr�ec�edent est qu'il permet de montrer comme

cas particulier que la formation du module des di��erentielles commute aux

proc�ed�es de localisation et de compl�etion :

Application 1 (Localisation). En posant, S = A, R = k et R0 = Ap o�u p est un

id�eal premier quelconque d'une k-alg�ebre A, on obtient l'isomorphisme,


A(Ap) ' (
k(A))p

Application 2 (Compl�etion). En posant S = A, R = k et R0 = bAp o�u bAp d�esigne

le compl�et�e de l'anneau local Ap pour la topologie p-adique, on a l'isomorphisme,


A( bAp) ' ((
k(A))p)b' (
A(Ap))b

3. Les Deux Suites Exactes Fondamentales

Les deux suites exactes suivantes sont fort utiles pour aboutir �a des th�eor�emes

de structure concernant le module des di��erentielles. Nous nous bornons ici �a les

�enoncer et nous renvoyons le lecteur �a l'ouvrage de Matsumura [5, th. 25.1 et 25.2

p. 193-195] pour les d�emonstrations.

Théorème 3.1 (Premi�ere suite exacte). Soient k
�
! A

 
! B des morphismes

d'anneaux, alors,

(1) On a une suite exacte naturelle de B-modules,


k(A)
A B
�
! 
k(B)

�
! 
A(B)! 0

(2) L'application � admet une r�etraction si et seulement si toute k-

d�erivation de A �a valeur dans un B-module M se prolonge en une

k-d�erivation de B.

Remarque. Dire que � admet une r�etraction revient �a dire que � est injective et

que son image est facteur direct de 
k(B).
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Théorème 3.2 (Seconde suite exacte). Soit A une k-alg�ebre, et soit B = A=a

o�u a est un id�eal de A. Alors on a une suite exacte de B-modules :

a=a2
�
! 
k(A)
A B ! 
A(B)! 0

avec �(a) = dA=k(a)
 1.

4. Corps de Nombres et Corps de Fonctions

Pour e�ectuer ce travail nous nous sommes appuy�e sur les premiers chapitres

de l'ouvrage de Serre Corps Locaux cit�e [6] dans la bibliographie. Nous y avons

d�ecouvert un message crypt�e ; au lecteur attentif il dit ceci : les anneaux de Dede-

kind constituent une pierre de Rosette entre Arithm�etique et G�eom�etrie. Elle ne

concerne pas l'int�egralit�e de ces disciplines, seulement l'arithm�etique des corps de

nombres et la g�eom�etrie des courbes alg�ebriques, mais c'est un terrain solide sur

lequel �eriger un dictionnaire plus vaste encore.

4.1. Anneaux de Dedekind. Cette section est consacr�e �a quelques rappels de

propri�et�es concernant les anneaux de Dedekind. Tout d'abord la d�e�nition.

Définition 4.1. Un anneau int�egre noeth�erien A est de Dedekind s'il v�eri�e l'une

des propri�et�es �equivalentes suivantes :

(1) Le localis�e en p de A, not�e Ap, est un anneau de valuation discr�ete,

pour tout id�eal premier non-nul p de A.

(2) A est int�egralement clos et de dimension � 1 (i.e. tout id�eal premier

non-nul est maximal).

(3) Tout id�eal de A se d�ecompose de fa�con unique comme produit �ni

d'id�eaux premiers.

Remarques. Toute l'importance en arithm�etique du proc�ed�e de localisation pro-

vient en e�et du premier point de la d�e�nition. Le dernier point correspond �a ce

qu'il est d'usage d'appeller, le th�eor�eme fondamental de la th�eorie classique des

id�eaux.

Proposition 4.1. Soit A un anneau commutatif int�egre, les propri�et�es sui-

vantes sont �equivalentes :

(1) A est de Dedekind.

(2) Tout id�eal de A est projectif.

Exemple 2. C'est ainsi que tout anneau principal est de Dedekind, puisqu'un

id�eal principal d'un anneau int�egre est libre de rang un et donc projectif. En

particulier, Z est de Dedekind.
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Exemple 3. L'anneau k[V ] des coordonn�ees d'une vari�et�e alg�ebrique a�ne V

d�e�nie sur un corps alg�ebriquement clos k, est un anneau de Dedekind si et seule-

ment si V est irr�eductible, non-singuli�ere et de dimention un. Le corps K est alors

le corps des fonctions de la vari�et�e. Cet anneau d�epend ici d'un plongement que

l'on se donne de V dans un espace a�ne An. Une fa�con plus intrins�eque de le

caract�eriser est qu'il est isomorphe �a l'anneau Ok[V ] � K des fonctions partout

r�eguli�eres de V [1, p. 17, th. 3.2].

4.2. Idéaux fractionnaires. On se donne A un anneau commutatif int�egre et on

note K son corps des fractions.

Lemme 4.2. Soit F un id�eal fractionnaire de A, les propri�et�es suivantes sont

�equivalentes :

(1) F est inversible.

(2) F est de type �ni et pour tout id�eal premier p, Fp est inversible.

(3) F est de type �ni et pour tout id�eal maximal m, Fm est inversible.

Remarque. On dit pour cette raison que (1) ci-dessus est une propri�et�e locale.

Démonstration. Montrons que (1) implique (2) : F est de type �ni puisqu'il est

inversible et donc Ap = (F(A : F))p = Fp(Ap : Fp).

Montrons que (3) implique (1) : Posons G = F(A : F), c'est un id�eal entier et pour

chaque id�eal maximal m on a Gm = Fm(Am : Fm) puisque Fm est inversible. De l�a

G 6� m et donc G = A. Finalement F est bien inversible. Fin de la d�emonstration.

Lemme 4.3. Soit A un anneau local int�egre, les deux points suivants sont

�equivalents,

(1) A est un anneau de valuation discr�ete.

(2) Tout id�eal fractionnaire de A est inversible.

Démonstration. Montrons que (1) implique (2) : On note m l'unique id�eal maxi-

mal de A. Soit F 6= 0 un id�eal fractionnaire de A, il existe donc par d�e�nition un

�el�ement a de A tel que aF � A. Les id�eaux (a) et aF sont entiers donc de la forme

mr et ms de sorte que F = ms�r est inversible.

Montrons que (2) implique (1) : Il su�t de d�emontrer que tout id�eal entier est une

puissance de m puisque d'apr�es le premier lemme, A est noeth�erien. Notons �a cette

�n � l'ensemble des id�eaux de A qui ne soient pas des puissances de m. Supposons-

le non-vide en vue d'une contradiction. Soit donc a un �el�ement maximal de �, on

a a 6= m donc a � m puis comme m�1a � m�1m = A, m�1a est un id�eal propre

de A et a � m�1a. La contradiction provient de ce que l'inclusion est propre en

appliquant le lemme de Nakayama. Fin de la d�emonstration.
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En vertu du premier lemme, on peut �eliminer l'hypoth�ese de localit�e, et l'on

a d�emontr�e le th�eor�eme suivant :

Théorème 4.4. Soit A un anneau int�egre, les deux points suivants sont

�equivalents,

(1) A est un anneau de Dedekind.

(2) Tout id�eal fractionnaire de A est inversible.

4.3. Extensions. Soit A un anneau noeth�erien dont on note K le corps de frac-

tion. Soit encore L une extension �nie de K et soit B la clôture int�egrale de A

dans L

(1) Si A est de Dedekind, B l'est �egalement.

(2) Si l'extension L=K est s�eparable, B est un A-module de type �ni.

On suppose d�esormais que les deux points pr�ec�edents sont v�eri��es. Les deux

exemples que l'on a en vue sont les suivants.

Exemple 4. On pose A = Z et dans ce cas, L est un corps de nombres dont B

est l'anneau des entiers. Plus g�en�eralement si A est l'anneau des entiers d'un corps

de nombres K, le corps L est un corps de nombres dont B est encore l'anneau des

entiers (transitivit�e de la clôture int�egrale).

Exemple 5. Soit k un corps alg�ebriquement clos de caract�eristique p > 0, soit V

une courbe alg�ebrique projective connexe, non singuli�ere et d�e�nie sur k, (nous

sommes dans les hypoth�eses de l'exemple 3). On se donne un groupe �ni G op�erant

�d�element sur V au moyen d'automorphismes not�es (�g)g2G. On d�esigne par V 0 =
V=G la vari�et�e quotient. Si K et L d�esignent respectivement les corps de fonctions

rationnelles attach�es �a V 0 et V , la surjection canonique � : V ! V 0 induit une
structure naturelle d'extension L=K qui est galoisienne et dont le groupe de Galois

est G.

4.3.1. Rami�cation d'une extension. Nous conservons les notations de l'exemple

pr�ec�edent. Les points �xes d'un automorphisme de V forment une sous-vari�et�e de

V et comme V est de dimension un cette sous-vari�et�e est de dimension nulle ou

un, dans le premier cas c'est un nombre �ni de points et dans le deuxi�eme cas c'est

V tout enti�ere puisqu'elle est suppos�ee irr�eductible. Comme l'action est �d�ele, les

�g avec g 6= e sont di��erents de l'identit�e, donc chaque �g n'a qu'un nombre �ni

de points �xes ; ce sont les points de rami�cation du revêtement. Comme G est

�ni il n'y a qu'un nombre �ni de points de rami�cation. Les centralisateurs dans

G des points de V sont par d�e�nition les groupes d'inertie, la terminologie prend

alors tout son sel.
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En formulant cela dans le langage des id�eaux de l'anneau de Dedekind corres-

pondant �a chacune des courbes, on retrouve les d�e�nitions correspondantes rela-

tives aux extension galoisiennes de corps de nombres (la situation de l'exemple 4).

C'est l�a l'un des nombreux avatars de l'analogie entre corps de nombres et corps

de fonctions.

4.3.2. Di��erente d'une extension. En conservant les notations pr�ec�edentes, on

appelle di��erente de l'extension L=K, et l'on note DL=K , l'id�eal de B engendr�e par

la partie suivante :

ff 0(x) jx 2 B; f 2 A[X] et f(x) = 0g

Théorème 4.5. On suppose que l'anneau B est engendr�e sur A par un unique

�el�ement x dont on note f le polynôme caract�eristique. Alors, DL=K = (f 0(x))
et c'est l'annulateur de 
A(B) comme B-module.

Démonstration. c'est imm�ediat puisque, f(x) = 0 entrâ�ne 0 = d(f(x)) =

f 0(x)dx d'une part et que d'autre part dx engendre 
A(B).

Exemple 6. Nous consid�erons l'extension quadratique L=K avec L = Q( i ) et

K = Q. Les anneaux A et B correspondent respectivement aux entiers relatifs

et aux entiers de Gauss. On rappelle qu'il s'agit de l'anneau engendr�e sur Z par

la racine imaginaire i dont le polynôme minimal f n'est autre que le polynôme

cyclotomique �4(T ) = T 2+1. Le discriminant de l'extension est l'id�eal (4) de sorte

que le seul id�eal premier de Z qui puisse être rami��e dans Z[ i ] soit (2). L'indice de

rami�cation est n�ecessairement deux pour cet id�eal et un partout ailleurs. Il n'y

qu'un id�eal premier de Z[ i ] au dessus de (2) c'est l'id�eal principal (1+ i) = (1� i)

de Z[ i ] qui est e�ectivement �x�e par le groupe de Galois tout entier qui est donc

son groupe d'inertie. La di��erente de l'extension est (1 + i)2 = 2Z[ i ], ou encore,

en appliquant le th�eor�eme, f 0(i)Z[ i ] = f 0(�i)Z[ i ]

Exemple 7. Un exemple d�ej�a moins trivial est le suivant. Consid�erons cette fois

l'extension biquadratique M=K avec M = Q(�5) et K = Q. Les anneaux A et

B sont respectivement Z et Z[ � ], o�u � d�esigne une racine primitive cinqui�eme

de l'unit�e (autrement dit, n'importe laquelle sauf un). Comme il est classique,

le groupe de Galois G de cette extension s'identi�e au groupe multiplicatif du

corps F5 qui est cyclique d'ordre quatre. On note H le sous-groupe d'ordre deux

qu'il comporte. En notant �k l'automorphisme associ�e �a chacune des classes de

congruence k 2 F�
5, on peut r�esumer l'action de G par la table suivante,
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�1 �2 �3 �4
� � �2 �3 �4

�2 �2 �4 � �3

�3 �3 � �4 �2

�4 �4 �3 �2 �

a a b b a

b b a a b

o�u a = � + ��1 et b = �2 + ��2 d�esignent respectivement la trace de � et celle

de �2 sur le corps interm�ediaire L = Q(�5)
�4. On peut poser a = 2 cos(2�

5
) et

b = 2 cos(4�
5
) mais cela revient �a choisir � = e�

2i�
5 ce qui n'a rien de canonique.

On remarque en consultant la table que a et b sont conjugu�es sur K.

La clôture int�egrale de Z est Z[ � ] dansM et Z[ � ] dans L, o�u � = 1+
p
5

2
d�esigne

traditionnellement le nombre d'or. On r�esume la situation par le diagramme d'ex-

tensions suivant :

M

Z[ � ]

OOOOOO

L

2

Z[ � ]

OOOOOOO

K

2

Z

PPPPPPPP

Le discriminant de l'extension M=K est l'id�eal (125) d'o�u il r�esulte que seul

l'id�eal (5) de Z peut être rami��e dans Z[ � ] et par cons�equent aussi dans Z[ � ]

comme on le voit de fa�con directe en calculant le discriminant de l'extension L=K

qui est (5). L'id�eal principal (1 + 2�) de Z[ � ] est un id�eal premier au dessus de

(5) on constate qu'il est �xe sous G, tout comme l'id�eal premier (5) de Z[ � ]. Les

indices de rami�cation en ces id�eaux sont respectivement 2 et 4. En utilisant les

relations fondamentales :

�4 + �3 + �2 + � + 1 = 0

�2 + (1� �) � + 1 = 0

�2 � � � 1 = 0

on calcule la di��erente de chacune des extentions,

DM=K = 125Z[ � ] DM=L = 25Z[ � ] DL=K = 5Z[ � ]
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On rassemble pour �nir les discriminants,

dM=K = 125Z dM=L = 25Z[ � ] dL=K = 5Z

5. Compl�ement

Théorème 5.1. Soit L un corps de fonctions �a une ind�etermin�ee sur un corps

K, alors

dimL
K(L) � 1

avec �egalit�e dans le cas s�eparable.

Démonstration. Nous montrons l'assertion en deux �etapes. Posons B = K[t]. On

se donne un B-module quelconque M et une d�erivation d : K ! M . On peut la

prolonger en une d�erivation d+ : B ! M en posant d+(f) = fd o�u fd est obtenu

�a partir d'un polynôme f = a0 + ::: + ant
n en appliquant d ind�ependamment �a

chacun des coe�cients : fd = d(a0) + ::: + d(an)t
n. En vertu du deuxi�eme point

du th�eor�eme 3.1, l'application naturelle 
Z(K) 
K K[t] ! 
Z(K[t]) admet donc

une r�etraction puis,


Z(K[t]) ' (
Z(K)
K K[t])�K[t]dt

En localisant suivant l'id�eal nul on obtient que dimK0 
K(K
0) = 1 o�u K 0 = K(t).

Il s'agit ensuite de v�eri�er que 
K0(L) = 0 dans le cas o�u L=K 0 est une extension
alg�ebrique s�eparable. Il existe dans ce cas pour tout a 2 L un polynôme f 2 K 0[X]

tel que f(a) = 0 et f 0(a) 6= 0 et alors 0 = d(f(a)) = f 0(a)d(a) donc d(a) = 0. si

bien que d'apr�es le lemme 1.2, 
K0(L) = 0. Fin de la d�emonstration.
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